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R�esum�e

Cet article pr�esente l�essentiel des tenants et aboutissants de l�invention des � courbes
de B�ezier�� On pr�esente tout d�abord le contexte qui a permis cette invention� ainsi qu�une
description rapide des motivations de Pierre B�ezier � on d�ecrit ensuite le principe de la
m�ethode et ses principales propri�et�es� puis le contexte qui a entour�e la mise au point de
la m�ethode � en�n on examine certaines m�ethodes actuelles de g�en�eration des courbes et
surfaces� qui sont une cons�equence� ou une g�en�eralisation� des courbes de B�ezier� Le tout
essaie d�	etre accessible 
a des non�sp�ecialistes du domaine�

�� Introduction

Les �courbes de B�ezier� ont �et�e invent�ees dans le cadre de l�industrie automobile�
et sont tr
es rapidement sorties de ce cadre � leur principe est maintenant utilis�e dans
tout ce qui touche la conception et la repr�esentation des courbes et surfaces quelconques�
Cela concerne beaucoup de domaines� en particulier tout ce qui touche 
a la Conception
et 
a la Fabrication Assist�ee par Ordinateur ��CFAO� et tout ce qui touche aux jeux
vid�eos� Outre une pr�esentation g�en�erale de la m�ethode� cet article cherche 
a expliquer les
circonstances de cette invention et de sa premi
ere mise en �uvre industrielle� et 
a montrer
rapidement les principales extensions actuellement utilis�ees�

Cet article s�appuie essentiellement sur les deux articles �Petite histoire d�une id�ee
bizarre����� et �Imaginatique inventique cr�eatique innovatique syst�emique productique�
etc	� ���� �ecrits par Pierre B�ezier� sur deux lettres que Pierre B�ezier a envoy�ees 
a l�auteur
de ces lignes ����� ainsi que sur les contacts que ce dernier a eus avec les enfants de
Pierre B�ezier et plusieurs collaborateurs de Pierre B�ezier� Que toutes ces personnes soient
remerci�ees de leur aide et de leur collaboration�

�� Motivations

��� Introduction des machines �a commande num�erique �

Apr
es avoir re�cu une formation d�ing�enieur 
a l�ENSAM �Paris� ����� et apr
es avoir
e�ectu�e une ann�ee compl�ementaire 
a Sup d�Elec ������ Pierre B�ezier fut recrut�e chez
Renault en ���� comme ajusteur�outilleur� Il est ensuite pass�e au bureau d��etudes� service
qui avait 
a choisir� 
a concevoir et 
a mettre en �uvre les moyens de production des pi
eces
m�ecaniques�

Dans les ann�ees ���� sont apparues les machines 
a commande num�erique� Pour pou�
voir les utiliser� il fallait �num�eriser� la phase de fabrication� Pour cela� il y avait �au
moins trois possibilit�es �

�



a� Partir des plans con�cus et r�ealis�es par les dessinateurs� et d�eterminer les coordonn�ees
d�un grand nombre de points des courbes et des surfaces ainsi con�cues� Ces coordonn�ees
seraient ensuite transmises aux machines 
a commande num�erique pour la fabrication des
composants �ou� mais cela revient au m	eme� pour la fabrication des outils permettant la
fabrication des composants�

b� Partir des plans con�cus et r�ealis�es par les dessinateurs� et d�eterminer des expressions
math�ematiques approchant au plus pr
es les courbes et les surfaces repr�esent�ees par ces
plans� Les valeurs num�eriques transmises aux machines 
a commande num�erique seraient
alors calcul�ees 
a partir de ces expressions math�ematiques�

c� Concevoir� d
es le bureau d��etudes� les formes des voitures �et de leurs composants
directement 
a l�aide d�expressions math�ematiques� Le r�esultat de ces travaux serait alors
directement transmis �sans approximation et sans erreur� aux di��erents services qui les
utilisent� et en particulier aux machines 
a commande num�erique charg�ees de la r�ealisation
des plans comme 
a celles de la fabrication des pi
eces ou des outils devant fabriquer ces
pi
eces�

Examinons rapidement les avantages et inconv�enients de chacune de ces m�ethodes �

Bien qu�assez naturelle a priori� la m�ethode a� pr�esente de nombreux inconv�enients�
en particulier un tr
es grand nombre de points 
a d�eterminer �
a la main� car bien s	ur les
scanners n�existaient pas 
a cette �epoque et 
a transmettre �surtout pour les surfaces ��

La m�ethode b� ne peut permettre de reproduire exactement les courbes cr�e�ees par les
dessinateurs� qui sont souvent r�ealis�ees en partie 
a la main ou 
a l�aide d�outils confectionn�es
de fa�con sp�eci�que� et non math�ematique� Ainsi � �Les courbes �etaient mat�erialis�ees par
des calibres en poirier� de rayon constant� longs de plusieurs m�etres� et par des pistolets
�a courbure variable 
 certains projeteurs en avaient eux�m�emes trac�e la forme �a l�aide de
recettes� parfois transmises par un ancien� parfois imagin�ees par eux m�emes� et auxquelles
ils attribuaient tant de vertus qu�ils entendaient bien en conserver le secret	 L�un d�eux
parlait avec un air �a la fois myst�erieux et satisfait des pistolets qu�il s��etait fabriqu�es lors
de l��etude de la juvaquatre	������ p����� Bien que r�ealisable �et envisag�e chez d�autres
constructeurs de voitures� cette m�ethode ne plaisait pas 
a Pierre B�ezier� car elle n�ecessite
une approximation des formes con�cues par les bureaux d��etudes� ce qui aurait ampli��e
plut	ot que r�esolu les transformations que subissait un mod
ele au fur et 
a mesure de sa
transmission entre les di��erents services�

La solution c� est bien s	ur beaucoup plus ambitieuse� et elle a eu d
es le d�epart la
pr�ef�erence de Pierre B�ezier � elle permet une transmission exacte des informations �sous
forme de nombres et d��equations entre tous les services concern�es� et assure une par�
faite coh�erence 
a tous les stades du processus� Pierre B�ezier a tout de suite vu l
a une
occasion d�am�eliorer l�ensemble du processus et non la seule derni
ere �etape de la fabri�
cation� ce qui lui paraissait fondamental� Il pensait en e�et que cela �etait n�ecessaire et
serait tr
es b�en�e�que � �Ainsi� au cours de mes contacts avec les travaux de carrosserie�
j�avais acquis la certitude que le manque de rigueur des d�enitions avait pour cons�equence
l�obligation d�e�ectuer sur place de nombreuses retouches� ce qui allongeait les d�elais et
co�utait fort cher	� ����� p����� puis � �Trente ann�ees d�exp�erience dans une sp�ecialit�e
exigeante m�avaient appris que� lorsqu�appara��t un moyen nouveau� on peut tenter de
l�appliquer� de�ci� de�l�a� dans quelques phases d�une s�equence classique d�op�erations	 On
y gagne un peu sur la pr�ecision� le d�elai ou le prix	 Le b�en�ece est de quelques cen�
ti�emes sur l�ensemble du processus� ce qui n�est pas �a d�edaigner	 Une autre d�emarche
est d�imaginer de bout en bout une solution tirant tout le parti possible de la technique
nouvelle	 On n�invente pas l�automobile en pla�cant un moteur �a p�etrole sur une voiture
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�a cheval� �����p����� En�n � �Ainsi� du bureau d��etudes aux m�ethodes� puis au mode�
lage� �a la fonderie et �a l�atelier d�outillage� les informations circuleraient sans erreur ni
distorsion� ����� p�����
De plus� agrandir une partie d�une pi
ece �visualiser en gros plan un d�etail important

devient alors particuli
erement facile� puisqu�il su�t de recalculer davantage de points de
cette partie� et de les repr�esenter 
a une nouvelle �echelle � l�agrandissement n�introduit alors
aucune erreur suppl�ementaire� au contraire d�une repr�esentation point par point comme
la m�ethode a�

Mais ce n��etait pas une solution simple� et elle remettait en cause des habitudes et des
m�ethodes de travail �eprouv�ees par des ann�ees de fonctionnement���

Pour pouvoir la mettre en �uvre� et avoir son acceptation par les di��erents corps de
m�etier concern�es� il �etait n�ecessaire de d�eterminer une m�ethode qui entra	�ne un mode
de travail �naturel� pour les dessinateurs� lesquels bien s	ur ne peuvent travailler directe�
ment en termes d��equations et de nombres� surtout si ceux�ci n�ont pas de signi�cation
graphique intuitive� Il fallait donc trouver une m�ethode qui soit bien comprise par des non�
scienti�ques� et qui permette aux dessinateurs de travailler graphiquement puis d�avoir
une traduction simple de ce travail en termes d��equations� C�est ce que r�ealisent de fa�con
tr
es �el�egante les �courbes et surfaces de B�ezier� et les �courbes et surfaces B�splines��
gr	ace aux �points de contr	ole� et aux �polygones de contr	ole��

��� Principales id�ees neuves

Examinons maintenant� sur un plan plus scienti�que� quelles sont les principales pr�eoc�
cupations et id�ees neuves qui ont conduit aux �courbes de B�ezier� �

����� Diminuer le nombre de param�etres

Plut	ot que de repr�esenter une courbe par un tr
es grand nombre de param
etres �typi�
quement les coordonn�ees de beaucoup de ses points� la premi
ere id�ee consiste 
a d�eterminer
une courbe qui d�epende de peu de param
etres et qui ait une forme satisfaisante� Ceci
suppose d�accepter de ne pas reproduire exactement n�importe quelle courbe� mais� ou bien
d�approcher une courbe existante� ou mieux de concevoir une courbe directement avec ce
petit nombre de param
etres� Ainsi par exemple� alors que pour repr�esenter pr�ecis�ement
la courbe de la �gure � ci�dessous on a besoin de� disons� ��� points� on peut penser que
les seuls � points de la courbe de la �gure � permettent� en d�eterminant une courbe qui
passe par ces seuls � points� d�obtenir une courbe assez proche de la courbe originale�
Remarquons que si la courbe est� d
es sa conception� d�e�nie comme passant par certains
points �par exemple un polyn	ome de degr�e n passant par n � points choisis� il peut
y avoir� moyennant des pr�ecisions math�ematiques su�santes� existence et unicit�e de la
courbe en question�

����� Ne pas interpoler� mais utiliser des 	points de contr
ole�

Passer par des points donn�es pose cependant un probl
eme de �stabilit�e�� c�est 
a dire
que dans certains cas� une faible variation d�un point peut entra	�ner une importante
variation de la courbe� C�est d�ailleurs ce qui se passe avec les polyn	omes �ph�enom
ene
connu sous le nom de �ph�enom
ene de Runge�� qui sont des fonctions simples� et seront
justement les fonctions utilis�ees pour repr�esenter les courbes�
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Figure � Figure � Figure �

La seconde id�ee neuve et importante consiste 
a ne pas s�imposer de passer par des
points� mais d�utiliser des points pour �contr	oler� la courbe obtenue � en faisant varier les
points de contr	ole� on fait varier la courbe � certes la courbe ne passe pas� en g�en�eral� par
les points de contr	ole� mais il su�t de d�eterminer les points de contr	ole en fonction de la
courbe que l�on d�esire obtenir� Ainsi� la courbe de la �gure � ci�dessus est d�etermin�ee 
a
l�aide de � �points de contr	ole� �les extr�emit�es des quatre segments de droite� Compte
tenu du choix de la d�e�nition de la courbe 
a partir des points de contr	ole� ceci r�esoud
enti
erement le probl
eme de l�instabilit�e mentionn�e plus haut�

����� Travailler avec des 	polyn
omes param�etriques�

Les fonctions les plus simples 
a calculer �rappelons�nous que les ordinateurs de l��epoque
sont lents et de faible capacit�e � sont les polyn	omes� L�id�ee est donc de travailler avec
des polyn	omes�

Cependant� si les courbes sont les courbes repr�esentatives de polyn	omes� on ne pourra
obtenir que des courbes de type fonction� en particulier on ne pourra pas obtenir de
courbes ayant deux points di��erents sur une m	eme verticale� Par contre les courbes
param�etriques permettent d�obtenir de telles courbes � ainsi la courbe de la �gure ! est la
courbe repr�esentative d�un polyn	ome ��equation y " p�x o
u p est un polyn	ome� tandis
que la courbe de la �gure � est une �courbe param�etrique polynomiale� ��equations x"p�t
et y " q�t o
u t est un param
etre et p et q sont des polyn	omes� c�est 
a dire une courbe
repr�esentative d�un polyn	ome param�etrique �ici� �p� q� Ceci est d�ailleurs facilement
g�en�eralisable pour des courbes dans l�espace ��equations x " p�t� y " q�t� z " r�t o
u t
est un param
etre et p� q et r sont des polyn	omes�
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���� D�eformation de l�espace

Le probl
eme est maintenant de savoir comment d�eformer une courbe donn�ee� de fa�con

a lui faire prendre la forme que l�on veut� Plut	ot que de juxtaposer di��erentes courbes
�comme des arcs de cercle� de parabole� des segments de droite� l�id�ee a �et�e de d�eformer
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l�ensemble d�une courbe donn�ee� par d�eformation du r�ef�erentiel qui la contient� ou� ce qui
revient au m	eme� de d�eformer l�ensemble de l�espace� �A premi�ere vue� il semble moins
logique de d�eformer tout un r�ef�erentiel plut�ot qu�une seule ligne� mais il faut consid�erer
que l�on a besoin� dans la suite des travaux� de modier l�ensemble d�un trac�e compos�e
de plusieurs arcs de courbes et qu�alors il sera plus simple de le faire d�un seul coup en
agissant sur leur espace commun plut�ot que sur chacun s�epar�ement�� �����

Concr
etement� examinons les deux graphes de la �gure � �

x

y

x

y

Figure �

la courbe de gauche� un quart�cercle� est transform�ee en la courbe de droite� par
une d�eformation du rep
ere �diminution de la longueur du vecteur unitaire de l�axe des x�
inclinaison de l�autre axe� Remarquons que c�est tout l�espace qui est ainsi �d�eform�e� par
la modi�cation des axes � ainsi� les deux points indiqu�es sont �d�eplac�es� comme indiqu�e
sur la �gure de droite�

Evidemment� deux axes ne permettent pas de faire toute d�eformation que l�on veut���
il faut passer 
a davantage de �degr�es de libert�e�� Pour obtenir davantage de possibilit�es de
d�eformation� Pierre B�ezier se situe d�abord dans l�espace 
a trois dimensions� qu�il projette
ensuite pour obtenir une courbe 
a deux dimensions� ainsi qu�il est montr�e dans les courbes
suivantes �
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Figure �

pour d�eformer la courbe de droite� il su�t maintenant de modi�er les axes de la courbe
de gauche �ou le cube form�e par ces axes� puis de projeter la courbe ainsi obtenue � ce
qui donne les deux �gures suivantes �
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Figure �

C�est ce que Pierre B�ezier voulait dire lorsqu�il parlait de �d�eformation de l�espace
pour d�eformer une courbe�� Evidemment� il ne su�t pas de travailler 
a trois variables�
mais pour avoir davantage de possibilit�es de modi�cation� il faut travailler dans un espace
de dimension sup�erieure� Ainsi �Pour augmenter la vari�et�e des courbes disponibles� on
songe tout naturellement �a accro��tre le nombre de c�ot�es des polygones caract�eristiques� ce
qui revient �a inscrire la courbe fondamentale dans un espace abstrait hyperdimensionnel	�
����� p���!�

Quelles courbes prendre # C�est l
a un point essentiel� car bien s	ur la forme des courbes�
mais aussi le volume de calculs� en d�ependra directement� �J�avais choisi comme courbe
de base� c��etait une id�ee de m�ecanicien� l�intersection de deux quarts de cylindres circu�
laires �Fig	 �� 
 l�ordinateur aurait d�evelopp�e les fonctions harmoniques pour calculer les
points courants 
 mais les op�erations se sont compliqu�ees d�es que l�on a voulu utiliser des
r�ef�erentiels ayant plus de trois dimensions 
 l�emploi des fonctions alg�ebriques s�est alors
naturellement impos�e	

En son origine �������� la courbe de la gure � est tangente �a Ox et osculatrice au
plan xOy 
 en �������� sa tangente est parall�ele �a Oz et son plan osculateur �a yOz 

si l�on imagine qu�un point la parcourt �a vitesse constante� l�on conclut que les vitesses
de ses projections sur les trois ar�etes a� � a� et a� du parall�el�epip�ede sont repr�esent�ees
par les diagrammes de la Fig	 ��� la solution la plus simple �etant constitu�ee par trois
fonctions cubiques f�� f� et f� � et la repr�esentation du point courant a la forme P �u "P�

i�� ai fi�u � � ����
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Finalement� les courbes de base choisies sont polynomiales et satisfont les relations
suivantes �n est la dimension de l�espace� ou ce qui revient au m	eme� il y a n vecteurs de
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contr	ole� ou n � points de contr	ole �
���������
��������

Pour tout t compris entre � et �� fn���t " �
Pour i " �� �� � � � � n �
fn�i�� " � � fn�i�� " �

Pour j " �� �� � � � � i� � � djfn�i
dtj �� " �

Pour j " �� �� � � � � n� i � djfn�i
dtj �� " �

ce qui donne les fonctions fn�i suivantes �

fn�i�t "
��ti

�i� ��

di��
�
���t�n��

t

�

dti��
"

nX
j�i

���i�j
m�

�i� �� �j � i� �m� j� j
tj

En�n� les �equations des courbes s��ecrivent sous la forme

C�t " P�P� fn���t  P�P� fn���t  � � � Pn��Pn fn�n�t �A

o
u les PiPi�� sont les vecteurs de base de l�hyper�espace d�eform�e� qui commandent donc
la forme de la courbe �par exemple dans le cas de la �gure �� les ! vecteurs port�es par les
! segments de la �gure�

Fac�etieux� mais aussi en recherche d�une caution relative 
a ces fonctions� Pierre B�ezier
attribua la paternit�e de ces fonctions 
a un imaginaire �On�esime Durand� � �Il est tou�
jours utile� �a qui veut donner l�impression d��etre s�erieux� de se placer sous l��egide d�un
grand anc�etre 
 je mis donc ces fonctions sous l�invocation d�un professeur que je baptisai
On�esime Durand� bien certain que son patronyme� sinon son pr�enom� gurait s�urement
au Panth�eon des math�ematiciens	� ����� p���!�

�� Expression et principales propri�et�es

des courbes et des surfaces de B�ezier

��� Expression des courbes de B�ezier

Ce n�est cependant pas sous cette forme que nous connaissons actuellement les �courbes
de B�ezier�� Nous utilisons les �polyn	omes de Bernstein� � le i	eme polyn	ome de Bernstein
de degr�e n est d�e�ni par �

Bn
i �t "

n �

i � �n� i�
ti ���tn�i �B

et les courbes de B�ezier sont d�e�nies par C�t " P�B
n
� �t  P�B

n
� �t  ���  PnB

n
n�t� ce

qui s��ecrit de fa�con plus condens�ee sous la forme � C�t "
Pn

i�� PiB
n
i �t� ou� de fa�con plus

d�etaill�ee� si les points Pi sont de la forme Pi " �xi� yi �

C�t "

�����
x�B

n
� �t  x�B

n
� �t  � � �  xnB

n
n�t

y�B
n
� �t  y�B

n
� �t  � � � ynB

n
n�t

"

�����
Pn

i�� xiB
n
i �tPn

i�� yiB
n
i �t

�C

Ceci est �equivalent a la forme pr�ec�edente� car on remarque facilement que si C�t est
d�e�ni par �A� on a aussi

C�t "
nX
i��

PiPi�� fn�i�t "
nX
i��

�Pi � Pi�� fn�i�t "
nX
i��

Pi �fn�i�t� fn�i���t
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�nous avons pos�e fn�n���t " �� ce qui est pr�ecis�ement la forme �C puisque l�on v�eri�e
facilement que l�on a Bn

i �t " fn�i�t� fn�i���t�

Les points �Pii�������n sont appel�es �points de contr	ole�� ou encore �points de B�ezier�
de la �courbe de B�ezier�� le polygone obtenu en joignant les points Pi successifs est appel�e
�polygone de contr	ole�� ou �polygone de B�ezier��

L�usage des polyn	omes de Bernstein a �et�e introduit par Robin Forrest en ����� dans
le premier article faisant �etat du nom �polyn	omes de B�ezier� �!��

��� Quelques propri�et�es des courbes de B�ezier

On trouvera dans ce x quelques propri�et�es importantes des courbes de B�ezier� Cer�
taines d�emonstrations sont pr�esent�ees par Pierre�Jean Laurent et Marie�Laurence Mazure
dans ���� avec quelques autres propri�et�es�

����� 	Suivre l�allure du polygone de contr
ole�

La premi
ere propri�et�e� la plus importante sans doute� est que la courbe ainsi obtenue
suit la forme g�en�erale de son polygone de contr	ole� Cette propri�et�e est essentielle� car pour
obtenir une courbe de forme approximative donn�ee� un dessinateur pourra construire un
polygone de contr	ole ayant approximativement cette forme � des modi�cations du polygone
de contr	ole lui permettront ensuite de modi�er la courbe jusqu�a obtenir la forme d�esir�ee�
La �gure �� ci�dessous �etait utilis�ee par Pierre B�ezier pour illustrer cette propri�et�e ����
p������

Figure ��

����� Tangentes aux extr�emit�es �

Comme on le v�eri�e facilement sur l�ensemble des courbes pr�esent�ees� les extr�emit�es
des courbes de B�ezier co$�ncident avec les extr�emit�es du polygone de contr	ole� et les courbes
sont tangentes� en ces points� aux premier et dernier c	ot�es du polygone de contr	ole�

����� Diminution de la variation� enveloppe convexe �

Toute droite du plan coupe une courbe de B�ezier en au plus le m	eme nombre de points
qu�elle coupe le polygone de contr	ole de cette courbe ��gure ���

Cette propri�et�e a plusieurs cons�equences importantes �

Tout d�abord si tous les points d�un polygone de contr	ole sont dans un demi�plan
donn�e �par exemple le demi�plan des y positifs� alors la courbe de B�ezier associ�ee est
aussi dans ce demi�plan�

Ensuite� le nombre de racines d�une courbe de B�ezier �c�est 
a dire le nombre de fois
que la courbe coupe l�axe des x est inf�erieur ou �egal au nombre de fois que son polygone
de contr	ole coupe l�axe des x�
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En�n� toute courbe de B�ezier est incluse dans �l�enveloppe convexe� de son polygone de
contr	ole �l�enveloppe convexe d�un polygone est le plus petit polygone convexe contenant
ce polygone ��gure ���

Figure �� Figure ��

���� Modi�cation d�un point de contr
ole

La modi�cation d�un seul point de contr	ole est tr
es simple� et ne n�ecessite que peu de
calculs� En e�et� si C � ��gure �!� courbe tiret�ee� associ�ee au polygone tiret�e est la courbe
de B�ezier obtenue 
a partir de la courbe de B�ezier C �trait plein� associ�ee au polygone
en trait plein en changeant le seul point de contr	ole Pk en un point P �

k� on a la relation
C ��t " C�t  �P �

k � PkB
n
k �t� ce qui est tr
es simple 
a r�ealiser� puisque l�on a besoin de

ne calculer qu�un seul polyn	ome de Bernstein� Bn
k � De sorte qu�un op�erateur peut� m	eme

avec un ordinateur relativement lent� modi�er le point de contr	ole� et voir la nouvelle
courbe �evoluer au fur et 
a mesure qu�il d�eplace le point de contr	ole�

Figure �!

����� Quelques exemples

Voici quelques courbes de B�ezier particuli
eres� avec leur polygone de contr	ole�

�



Figures ��

��� Les surfaces

Comment utiliser les r�esultats obtenus pour les courbes a�n de r�ealiser les surfaces #
Ecoutons d�abord Pierre B�ezier� qui s�appuie sur la �gure �� � �Les mouleurs profes�
sionnels pratiquent couramment la m�ethode dite du �troussage�� qui consiste �a mettre en
forme le sable d�un noyau �a l�aide d�une planche de prol ad�equat� que l�on d�eplace en
la guidant sur les bords de la bo��te qui le contient �g	 ���	 Les congurations ainsi
obtenues sont assez simples� car la planche a un prol constant et les bords de la bo��te
ont g�en�eralement une courbure qui �evolue peu 
 an d�obtenir des volumes plus vari�es� on
pourrait donner aux bords une forme plus compliqu�ee� mais pour aller plus loin� il faudrait
pouvoir modier le prol de la planche pendant son d�eplacement� ����� p���

Figure ��

Imaginons maintenant que chaque bord de la bo	�te soit une courbe de B�ezier � imagi�
nons de plus qu�il y a un certain nombre de guides interm�ediaires� parall
eles aux bords de
la bo	�te� et que le pro�l de la planche s�appuie sur ces bords et ces guides interm�ediaires�
et donc �evolue au fur et 
a mesure qu�on la d�eplace� On obtiendrait ainsi une surface qui
aurait une forme arbitraire� et qui suivrait les di��erents guides�

C�est exactement ce qui va 	etre fait pour g�en�erer les �surfaces de B�ezier� � partant des
polygones de contr	ole de chaque bord et des pro�ls interm�ediaires ��gure ��a� on calcule
les courbes de B�ezier correspondantes ��gure ��b� On prend maintenant les valeurs de
chacune de ces courbes dans la direction perpendiculaire �celle de la planche que l�on
d�eplace� et avec ces valeurs� on d�e�nit un polygone de contr	ole� puis on d�e�nit la courbe

��



de B�ezier relative 
a ce polygone de contr	ole ��gure ��� On obtient ainsi une �planche�
qui ne s�appuie pas exactement sur les di��erents pro�ls� mais dont le polygone de contr	ole
s�appuie sur ce pro�l� On obtient ainsi une surface telle que celle pr�esent�ee 
a la �gure ���

a partir d�un �polyh
edre de contr	ole� �dans l�espace tel que celui de la �gure ���
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Figure ��

Examinons ce que cela donne du point de vue des �equations �m pro�ls ayant chacun
n points de contr	ole �

Le i	eme pro�l s��ecrit sous la forme Ci�u "
Pn

j�� PijB
n
j �u� de sorte que la �planche�

au niveau u a la forme Su�v "
Pm

i�� Ci�uB
m
i �v� En faisant maintenant varier u et

v contin	ument� on obtient maintenant l��equation de la surface sous la forme S�u� v "Pm
i��

�Pn
j�� Pij B

n
j �u

�
Bm

i �v� ce qui peut encore s��ecrire

S�u� v "
mX
i��

nX
j��

Pij B
n
j �uB

m
i �v �D

Accessoirement� du fait que l�on peut permuter les sommations� on voit que la surface
ainsi obtenue est exactement la m	eme que si l�on avait cr�e�e des pro�ls dans la direction de
la planche� et utilis�e une planche dans la direction des pro�ls �avec les m	emes points de
contr	ole� Remarquons qu�en d�e�nissant les fonctions Bnm

ij par Bnm
ij �u� v " Bn

i �uB
m
j �v�

�D peut encore s��ecrire S�u� v "
mX
i��

nX
j��

Pij B
nm
ij �u� v� ce qui est une forme tr
es proche

de la forme C�t indiqu�ee apr
es �B� On dit que la fonction Bnm
ij est obtenue par �produit

tensoriel� des fonctions Bn
i et B

m
j �
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Ceci permet seulement d�obtenir des surfaces de type fonction� et a�n d�obtenir des
surfaces quelconques �par exemple une surface ferm�ee� on utilise� commepour les courbes�
des �surfaces param�etriques� � on obtient donc les �equations suivantes �

���
��

x�u� v "
Pm

i��

Pn
j�� xij B

n
j �uB

m
i �v

y�u� v "
Pm

i��

Pn
j�� yij B

n
j �uB

m
i �v

z�u� v "
Pm

i��

Pn
j�� zij B

n
j �uB

m
i �v

�E

On obtient donc ainsi la m	eme souplesse pour construire des surfaces que pour les
courbes� On obtient ainsi des surfaces telles que celle de l�aile d�avion ci�dessous �

Figure ��

� Le contexte

Quelques mots maintenant sur le contexte� tant chez Renault que sur le plan national
et international� de ce travail �

�� Ambiance chez Renault

On l�a vu� la conception de Pierre B�ezier �etait globale � d
es le d�epart� il estimait qu�il
�etait n�ecessaire de transformer les fa�cons de faire des di��erents m�etiers impliqu�es dans la
conception et la fabrication des formes� de fa�con 
a ce qu�ils travaillent directement avec
ces courbes et ces surfaces� Une telle mise en cause n��etait pas facile 
a accepter� non
seulement par les personnes directement concern�ees� mais aussi par les responsables� qui
craignaient une remise en cause profonde des fa�cons de faire qui avaient fait leurs preuves�
Par ailleurs� Pierre B�ezier �etait enthousiaste� et souhaitait bien s	ur une mise en place
aussi rapide que possible���

Rien de surprenant donc que celui�ci ait durement ressenti les r�eticences� voire les
r�eactions hostiles qu�il a rencontr�ees� Ainsi par exemple� quand� au stade exp�erimental
������ il a demand�e � MF pour d�emarrer les tests sur site �achat du mat�eriel de base �
machine 
a dessiner et fraiseuse num�eriques� ordinateur� et n�a obtenu de Renault que
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��� kF �il a d	u rechercher ailleurs %DGRST� constructeur d�ordinateurs% le reste de cr�edit
n�ecessaire� il comparait ces ��� kF 
a la somme� �bien sup�erieure�� d�epens�ee pour changer
le logo de l�entreprise ���� p������ Il commentait ainsi le d�eroulement de la r�eunion
����� qui devait tirer la conclusion de l�exp�erimentation des premi
eres formes usin�ees 
a
l�aide des courbes de B�ezier� pour ou bien abandonner le syst
eme� ou bien au contraire le
g�en�eraliser sur toute l�usine� et 
a laquelle� selon lui� seules deux personnes �Fernand Picard
et Yves Georges se sont clairement exprim�ees en faveur du syst
eme UNISURF� �les autres
assistants furent muets ou �evasifs	 Consid�erant qu�il y avait deux avis favorables et treize
abstentions� Mr Beullac d�ecida de poursuivre le projet	 Il n�est pas impossible que� si les
opinions avaient �et�e exprim�ees �a bulletin secret� le r�esultat e�ut �et�e quelque peu di��erent�
����p� ��!��

Tout cela fait que Pierre B�ezier trouvait Renault bien �ti
ede� quant 
a la mise en
oeuvre de ces nouveaux moyens� et avait des mots tr
es durs envers certains responsables
de Renault� qu�il trouvait trop craintifs du changement�

Lagrange� un des collaborateurs de Pierre B�ezier qui a beaucoup contribu�e 
a la mise
en place de UNISURF� disait ����! � �Alors maintenant c�est parti� mais c�est parti
tardivement	 C�est parti aujourd�hui� c�est �a dire aujourd�hui les patrons ne mettent plus
de b�atons dans les roues			 Mais c�est pas encore arriv�e� ����� p�����

�� Mise en place chez Renault

Adapter l�id�ee 
a la r�ealit�e industrielle n�a pas �et�e une mince a�aire� et il a fallu tout
le g�enie et l�acharnement de Pierre B�ezier et de son �equipe pour mener ce travail 
a bien�
En particulier� la question des �raccords� entre des parties di��erentes �etait un point
tr
es d�elicat � la plupart des pi
eces �etaient d�e�nies par des �morceaux� di��erents� qu�il
fallait raccorder correctement �continuit�e� continuit�e des d�eriv�es� ���� ce qui� 
a plusieurs
variables� n��etait pas simple� La mise en place concr
ete de cette m�ethode de g�en�eration de
courbes et de surfaces a �et�e longue et d�elicate� les contraintes sp�eci�ques 
a la conception
et 
a la fabrication des automobiles �etaient nombreuses� Le syst
eme mis en place� appel�e
�syst
eme UNISURF� �conception � ���������� premiers tests �grandeur nature� � �����
����� d�eveloppement ���������� puis seconde et troisi
eme g�en�eration du syst
eme��� utilise
les �courbes et surfaces de B�ezier�� et les �polyn	omes de Bernstein�� comme expliqu�e dans
les x� et � ci�dessus�

C�est d�abord en t	olerie que la m�ethode a �et�e appliqu�ee �la premi
ere pi
ece� con�cue
de fa�con exp�erimentale par ces m�ethodes� a �et�e le capot de la Dauphine� Les pi
eces
�etaient con�cues� comme le d�esirait Pierre B�ezier� directement avec les formes de B�ezier�
d
es le bureau d��etudes� Actuellement� c�est tout au long du processus de conception et de
fabrication� du bureau d��etudes 
a la cha	�ne de fabrication� que les formes sont transmises

a l�aide de leurs coe�cients� On peut dire que tous les services� jusqu�au commercial�
utilisent des �images virtuelles�� con�cues suivant ces principes� Ainsi� on peut maintenant
voir des �photographies� des voitures avant m	eme qu�une seule pi
ece ne soit fabriqu�ee � ces
�photographies� sont en fait des reconstitutions faites 
a partir des �equations des surfaces
consid�er�ees�

�� Paul de Casteljau chez Citro�en

De fa�con tout 
a fait surprenante� Paul de Casteljau� employ�e par Citro$en d
es �����
a d�e�ni les m	emes courbes que Pierre B�ezier chez Renault� Ceci a �et�e fait de fa�con
compl
etement ind�ependante et pratiquement en m	eme temps � la mise en place chez
Citro$en date des ann�ees ���������� et est donc certainement ant�erieure 
a la mise en
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place chez Renault� mais� d�apr
es Armand Cohen Hadria �entretien� novembre �����
Pierre B�ezier a abord�e les �courbes de B�ezier� vers ����� de fa�con personnelle et isol�ee�
L�approche de Paul de Casteljau est totalement di��erente de celle de Pierre B�ezier� et elle
m�erite que l�on s�y attarde un peu�

Le point de d�epart est une construction purement g�eom�etrique� que l�on appelle main�
tenant �l�algorithme de de Casteljau�� Examinons en quoi cela consiste� et� comme Paul
de Casteljau� partons d�une propri�et�e de la parabole� connue depuis l�antiquit�e �

Sur la �gure ��� la courbe est une parabole� les droites AC et BC sont tangentes en
A et B 
a cette parabole �les points A� B� C� sont donc les points de contr	ole de cette
parabole� D est le milieu de AC� E est le milieu de CB� et F est le milieu de DE�
La propri�et�e est le fait qu�alors la parabole passe par le point F � et que de plus elle est
tangente en ce point 
a DE �qui est aussi parall
ele 
a AB� La remarque fondamentale est
alors la suivante � on se retrouve avec les segments AD et DF d�une part� et les segments
FE et EB d�autre part� exactement dans la m	eme situation que pr�ec�edemment avec les
segments AC et CB� de sorte que l�on peut recommencer le processus� En op�erant ainsi
trois ou quatre fois de suite� on obtient un polygone tellement proche de la parabole que
l�on ne peut faire de di��erence entre la parabole et le polygone� C�est ce qui est montr�e
aux �gures �� �processus e�ectu�e deux fois et �! �processus e�ectu�e trois fois� En outre
cette m�ethode est possible en partageant les segments non pas en parties �egales� mais
dans une proportion quelconque� pourvu que les rapports AD�AC� CE�CB� et DF�DE
soient �egaux�
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Figure �!

Lorsque l�on a non plus trois points� mais quatre� on peut faire de m	eme� mais en
utilisant deux ��etages� au lieu d�un seul��� � de m	eme avec cinq points� il faut faire trois
��etages� pour partager le polygone de contr	ole en deux polygones de contr	ole d�e�nissant
chacun la m	eme courbe� comme montr�e par les �gures suivantes �

�!



Figure �� Figure ��

En calculant l��equation des courbes ainsi d�e�nies� Paul de Casteljau a alors obtenu
directement la forme �C du x��� utilisant les polyn	omes de Bernstein� Ceci �etait enseign�e

a l��ecole de dessin de Citro$en en ���� ����� Cet algorithme a �et�e ind�ependamment trouv�e
�en partant des courbes de B�ezier par Daniel Vernet� collaborateur de Pierre B�ezier� vers
����� L�e�cacit�e de cette m�ethode de calcul a contribu�e 
a la g�en�eralisation de l�utilisation
des courbes de B�ezier� qui sont en g�en�eral calcul�ees par cet algorithme�

Il est tout 
a fait fascinant� sur le plan scienti�que� de voir que ces deux approches si
di��erentes ��d�eformation des hyper�espaces�� et construction g�eom�etrique ont �et�e d�eter�
min�ees de fa�con compl
etement ind�ependantes� pratiquement en m	eme temps� en des lieux
g�eographiquement tr
es proches� dans deux entreprises d�automobiles� et sont arriv�ees au
m	eme r�esultat�

C�est en ���� que Pierre B�ezier a pris connaissance de cette convergence � �Il est
bien probable que ce sont les techniciens de Citro�en qui se sont� les premiers en Europe�
int�eress�es �a la d�enition num�erique des surfaces car leurs travaux ont d�ebut�e si je ne me
trompe� en ����	 C�est avec plaisir que je rends un hommage bien m�erit�e �a leur savoir
et �a leur initiative �			� D�abord� je compris que la conception du mode de repr�esentation
des courbes et des surfaces �etait sortie directement du cerveau de math�ematiciens� MM	
de Casteljau et Vercelli� dont j�admire le talent	 Ils ont� du premier coup� song�e �a utiliser
les propri�et�es des fonctions de Bernstein� dont j�ignorais m�eme l�existence� au lieu de se
livrer� comme moi� �a une laborieuse �etude analytique des propri�et�es des fonctions dont
je voulais doter le mode de repr�esentation	 Finalement� j�avais abouti au m�eme r�esultat�
mais par un chemin singuli�erement cahoteux	� ���� p������

L�algorithme de de Casteljau a �et�e 
a l�origine de g�en�eralisations importantes pour
g�en�erer d�autres courbes et surfaces � la plus importante porte le nom de �&oraison�
��blossom� en anglais et est pr�esent�ees dans ����

� Di�usion �a l�ext�erieur de Renault

En autorisant d
es ���� la di�usion 
a l�ext�erieur de l�entreprise de la m�ethode de
conception de formes permettant la mise en place de la commande num�erique mise au
point par Pierre B�ezier� Renault a permis le d�eveloppement et la renomm�ee des courbes de
B�ezier� Robin Forrest� du �Computer Aided Design Group�� du �Computer Laboratory�
de l�Universit�e de Cambridge est certainement un des personnages clefs dans la notori�et�e
de ces id�ees � il a �et�e le premier 
a donner le nom de �B�ezier polynomials�� et plus tard
celui de �B�ezier polygons� et �B�ezier curves�� et 
a faire le lien avec les polyn	omes de
Bernstein � il a ensuite traduit en anglais le livre �Emploi des machines 
a commande
num�erique� ������ Masson� Ainsi� Pierre B�ezier lui a �ecrit� en d�edicace d�un livre � �To
Robin Forrest� to whom I owe more than he perhaps may realise� ���a Robin Forrest� �a
qui je dois probablement davantage qu�il n�imagine� �

C�est ensuite gr	ace 
a la SOFERMO� �liale de Renault� que ces m�ethodes furent ex�
port�ees hors de Renault� en particulier vers l�industrie a�eronautique� La r�eussite de ces
m�ethodes 
a l�ext�erieur a contribu�e� d�apr
es certains� 
a son acceptation par les dirigeants
de Renault�

En�n� de nombreux math�ematiciens ont d�evelopp�e� g�en�eralis�e� perfectionn�e ces m�e�
thodes �voir en particulier le x suivant pour les appliquer ensuite 
a de tr
es nombreuses
utilisations�
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�� Et maintenant

Examinons ici quelques prolongements maintenant classiques des courbes de B�ezier�

��� D�eformation des courbes et des surfaces

Il s�agit ici de d�eterminer des courbes �resp� des surfaces interm�ediaires permettant
une �evolution progressive entre une courbe �resp� une surface de d�epart� et une courbe
�resp� une surface d�arriv�ee� Pour cela� l�id�ee est de d�eterminer des polygones de contr	ole
interm�ediaires entre le polygone de contr	ole de la courbe �ou surface de d�epart et celui
de la courbe �ou surface d�arriv�ee� Ceci est facilement r�ealis�e lorsque les deux courbes
ont le m	eme nombre de points de contr	ole ��gure ��� de la fa�con suivante �

On relie deux 
a deux les points de contr	ole de la courbe de d�epart et celui de la courbe
d�arriv�ee� Si l�on d�esire faire k � � courbes interm�ediaires� chaque point de contr	ole de la
j	eme courbe est situ�e dans une proportion j�k des points homologues ��gure ��� Sur le
plan math�ematique� cela s��ecrit sous la forme suivante� si P j

i est le i
	eme point de contr	ole

de la j	eme courbe interm�ediaire �et P �
i le i

	eme point de contr	ole de la courbe de d�epart� P k
i

le i	eme point de contr	ole de la courbe d�arriv�ee �

P j
i " ��� j�kP �

i  �j�kP
k
i

Les f�erus de math�ematiques remarqueront qu�en cons�equence� si Cj est la j	eme courbe
interm�ediaire �et C� la courbe de d�epart� Ck la courbe d�arriv�ee� on a alors� pour tout t�

Cj�t " ��� j�kC��t  �j�kCk�t

On obtient ainsi k � � polygones de contr	ole interm�ediaires ��gure ��� et donc k � �
courbes interm�ediaires ��gures �� et ��� puis �� avec un nombre de courbes plus im�
portant� En repr�esentant ces di��erentes courbes au cours du temps� on a tout 
a fait
l�impression d�une �d�eformation� de la courbe�
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Figure �� Figure ��

��� Fractions rationnelles

Les polyn	omes� m	eme en param�etrique� ne permettent pas de repr�esenter toutes les
courbes d�esir�ees� Pour augmenter la gamme de courbes possibles� on utilise souvent des
fractions rationnelles au lieu des polyn	omes � cela permet� en particulier� de contraindre
la courbe obtenue a passer plus pr
es �ou au contraire plus loin de certains points de
contr	ole� Pour cela� on a�ecte 
a chaque point de contr	ole Pi un �poids� �i positif � plus
on d�esire que la courbe soit proche du point Pi� plus il faut donner une valeur importante

a �i� On d�e�nit alors C�t sous la forme �

C�t "

������
�����

x�t "
Pn

i��
�i xi B

n
i
�t�Pn

i��
�i B

n
i
�t�

y�t "
Pn

i��
�i yi B

n
i
�t�Pn

i��
�iB

n
i
�t�

ce que l�on �ecrit aussi �

C�t "

Pn
i�� �i PiB

n
i �tPn

i�� �iBn
i �t

On remarquera que C�t reste de la forme pr�ec�edente� en changeant chaque Bn
i �t en

�iB
n
i �t�

Pn
j�� �j B

n
j �t� De plus� comme on a la propri�et�e

Pn
j��B

n
j �t " �� si tous les �i

sont �egaux� on retrouve la courbe de B�ezier traditionnelle�

Ceci permet d�obtenir des courbes telles que celles de la �gure �� �les �i sont tous
�egaux 
a �� sauf ceux des points marqu�es a pour les courbes A� et sauf ceux des points
marqu�es b pour les courbes marqu�ees B �les courbes non marqu�ees sont les courbes de
B�ezier� Les �i en question sont alors �egaux 
a ���

 a

 b

←  A

←  B

 a  a

 b  b

 ↑
 A

 ↓

 B

Figure ��

On fonctionne bien s	ur de la m	eme fa�con avec les surfaces� pour obtenir des surfaces
dont les �equations sont �
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x�u� v "

Pm
i��

Pn
j�� �ij xij B

n
j �uB

m
i �vPm

i��

Pn
j�� �ij Bn

j �uB
m
i �v

y�u� v "

Pm
i��

Pn
j�� �ij yij B

n
j �uB

m
i �vPm

i��

Pn
j�� �ij B

n
j �uB

m
i �v

z�u� v "

Pm
i��

Pn
j�� �ij zij B

n
j �uB

m
i �vPm

i��

Pn
j�� �ij Bn

j �uB
m
i �v

��� Courbes B�splines

Il s�agit maintenant d�obtenir davantage de souplesse pour les courbes� En e�et� les
polyn	omes sont des fonctions �rigides�� ce qui 
a vrai dire convient tr
es bien pour d�e�nir
des surfaces de carrosserie� ou d�avion� qui sont tr
es �tendues�� Mais lorsqu�il s�agit
de repr�esenter des sc
enes de jeux vid�eo� par exemple� les surfaces repr�esent�ees ne sont
pas assez �souples�� Par ailleurs� on l�a vu au x!�� ci�dessus� les �raccords� entre courbes
obtenues par des polyn	omes di��erents posent de gros probl
emes� tout simplement car� dans
la conception des courbes de B�ezier� les polyn	omes sont con�cus de fa�con ind�ependante les
uns des autres� La solution adopt�ee consiste 
a remplacer les polyn	omes de Bernstein par
des fonctions particuli
eres� qui sont des morceaux de polyn	omes juxtapos�es� et pr�esen�
tant une r�egularit�e su�sante� On obtient ainsi des courbes� appel�ees �courbes B�spline��
qui ont la m	eme r�egularit�e que ces fonctions� qui sont simples 
a calculer �morceaux de
polyn	omes� qui pr�esentent une souplesse bien sup�erieure aux courbes de B�ezier� et dont
les probl
emes de �raccord� sont r�esolus par la nature m	eme des fonctions de base� Pour
ne pas rentrer dans les d�etails� nous donnons simplement ici la d�e�nition des fonctions
Bi� appel�ees �B�splines�� qui vont remplacer les polyn	omes de Bernstein� On peut utiliser
des fonctions B�spline de di��erents �degr�e�� qui ont des propri�et�es l�eg
erement di��erentes
suivant le degr�e utilis�e� Dans les expressions suivantes� �u� vaut � si u est n�egatif� u si u
est positif � pour les degr�es impairs� on peut aussi remplacer �u� par juj� c�est 
a dire la
valeur absolue de u� et diviser le r�esultat global par ��

degr�e � � Bi�t " n� ��t� �i ����n�� � ��t� �i ����n��  ��t� �i� ����n�� � �t�
�i� ����n����

degr�e � � Bi�t " n� ��t� �i ��n���!�t� �i ��n�� ��t� i�n���!�t� �i���n���
�t� �i� ��n����

degr�e ! � Bi�t " n
 ��t� �i ����n�
 � ��t� �i ����n�
  ���t � �i  ����n�
 �
���t� �i� ����n�
  ��t� �i� ����n�
 � �t� �i� ����n�
��!

degr�e � � Bi�t " n� ��t� �i ��n�� � ��t� �i ��n��  ���t � �i  ��n�� � ���t �
i�n��  ���t� �i� ��n�� � ��t� �i� ��n��  ��t �i ��n������

On remarque facilement que si k est le degr�e de la B�spline� et si jt� i�nj � �k���n�
alors Bi�t " �� relation que l�on a int�er	et 
a utiliser plut	ot que la forme ci�dessus� pour
�eviter de faire des calculs inutiles� Une repr�esentation graphique des B�splines de degr�e �
pour n " ��� ainsi que les polyn	omes de Bernstein de degr�e ��� est pr�esent�ee en ��� �g�
�!��

Il convient cependant de modi�er l�expression des B�splines des extr�emit�es� a�n que
la courbe ait un comportement satisfaisant aux extr�emit�es� La fa�con la plus simple de
faire est de rajouter des points de contr	ole ��ctifs�� d�indices ��� et n � pour les ordres
� et !� d�indices ��� ��� n  �� n  � pour les ordres � et �� et d�inclure ces indices
dans les sommes d�e�nissant la courbe B�spline� Les points ainsi ajout�es doivent avoir les
valeurs P�� " �P� � P�� P�� " �P� � �P�� Pn�� " �Pn � Pn��� Pn�� " �Pn � �Pn��
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�ici� par exemple� P�� d�esigne le point P ���ctif� d�indice ��� D�autres fa�cons de g�erer
les extr�emit�es sont fr�equemment employ�ees� mais ne sont pas pr�esent�ees ici en d�etail�
Rapidement dit� on utilise souvent des �points multiples� aux extr�emit�es� c�est 	a dire que
les points �ctifs ajout�es sont P�� " P�� " P� et Pn�� " Pn�� " Pn � lorsque l�on d�esire
obtenir des courbes ferm�ees� qui n�ont pas de point particulier en d�ebut et en �n de courbe
�au point de raccord� on utilise un prolongement p�eriodique �P�� " Pn��� P�� " Pn���
Pn�� " P�� Pn�� " P� � 	a noter que de telles courbes ferm�ees ne sont pas r�ealisables avec
les courbes de B�ezier�

En�n� on utilise aussi couramment des B�splines 
a n�uds non �equidistants �les n�uds
sont les valeurs qui annulent les quantit�es entre � et � dans les d�e�nitions des Bi� et
sont donc �equidistants dans la pr�esentation ci�dessus puisque ce sont des entiers ou des
demi�entiers� Par souci de simplicit�e les B�splines 
a n�uds non �equidistants ne sont pas
pr�esent�ees ici�

La �gure �! pr�esente deux exemples de polygones de contr	ole� avec les courbes de
B�ezier associ�ees �tirets et les courbes B�spline d�ordre ! associ�ees �traits pleins� On
constate facilement que les courbes B�spline passent beaucoup plus pr
es de leur polygone
de contr	ole que les courbes B�ezier�

Figure �!

�� 	NURBS�

Les �NURBS� ��Non Uniform Rational B�Splines� consistent 
a appliquer 
a la fois
l�extension des B�splines �
a noeuds non �equidistants � �Non Uniform�� et celles des frac�
tions rationnelles ��Rational�� Ceci revient donc 
a utiliser les formules �D du x���� o
u
les polyn	omes de Bernstein Bn

i sont remplac�es par les B�splines �
a noeuds non �equidis�
tants Bi� On obtient ainsi pratiquement toutes les formes que l�on veut� En voici deux
exemples� avec les m	emes conventions que pour la �gure �� �

 a

 b

 ↑

 A

 ↓

 B

 a  a

 b

 ↑

 A

 ↓

 B

Figure ��

Bien s	ur les B�splines comme les NURBS permettent de d�e�nir des surfaces de fa�con
analogue 
a ce qui a �et�e pr�esent�e pour les surfaces de B�ezier au x���� On obtient ainsi les
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�equations �D �surfaces de type fonction ou �E �surfaces param�etriques du x���� o
u les
Bn

i et les B
n
j ne sont plus les polyn	omes de Bernstein ��equations �B du x��� mais les

B�splines d�e�nies au x���� Les NURBS sont aussi appel�ees courbes �ou surfaces B�spline
rationnelles�

��� Autres bases permettant de g�en�erer des courbes

On peut encore utiliser bien d�autres fonctions Bn
i � qui permettent de g�en�erer d�autres

courbes� dont les propri�et�es peuvent int�eresser in�egalement des utilisateurs di��erents� Ceci
�&oraisons� espaces de 'Ceby'sev est pr�esent�e en d�etail dans ����

��� Domaines d�utilisation

Les avantages de la m�ethode sont nombreux � pr�ecision des informations transmises
�pas besoin de lire un plan� de fa�con plus ou moins pr�ecise� transmission facile� agran�
dissement ais�e et surtout pr�ecis �la d�e�nition d�une courbe par ses �equations permet un
d�e�ectuer un �zoom� sur une partie de la courbe� sans pour autant ampli�er des erreurs
qui seraient dues par exemple 
a la pr�ecision du trac�e� bonnes propri�et�es g�eom�etriques� et
modi�cation facile d�un point de contr	ole� avec une cons�equence �naturelle� sur la forme
de la courbe et des calculs rapides� ce qui est pr�ecieux en particulier dans le cadre de
la CAO� Pour les applications des jeux vid�eos� le fait de ne manipuler que les points de
contr	ole �par exemple pour e�ectuer une rotation ou une translation d�un objet� per�
met une simpli�cation pr�ecieuse pour le temps de calcul� ce qui est n�ecessaire pour la
repr�esentation de sc
enes dynamiques�

Tout cela fait que Pierre B�ezier est consid�er�e comme le p
ere de la CAO� tant sur son
principe �utiliser la formulation math�ematique d
es la conception des formes� que par les
outils qu�il a apport�es� Les applications sont tr
es nombreuses� en particulier pour tout ce
qui est conception de formes particuli
eres ou d�objets de la vie courante �carafes� verres
par exemple� pour tout ce qui est repr�esentation de sc
enes num�eriques� La plupart des
jeux vid�eos utilisent ces techniques �en g�en�eral des NURBS�

De nombreux logiciels utilisent ces techniques pour permettre la conception de formes
personnalis�ees� �eventuellement l�exploitation scienti�que des formes ainsi d�e�nies �comme
le calcul de la r�esistance de l�objet� la portance d�une aile d�avion� le poids de la pi
ece�
son co	ut���� ce qui est souvent e�ectu�e �en direct�� au fur et 
a mesure que l�utilisateur
modi�e la forme qu�il d�e�nit�

Mentionnons en particulier l�outil informatique ���� 
a but ludique et p�edagogique�
permettant de construire et visualiser toute courbe et toute surface de B�ezier� B�ezier
rationnelle� B�spline� ou B�spline rationnelle� A l�aide de ce petit logiciel� on peut aussi
modi�er ces courbes et ces surfaces en �conversationnel�� et les comparer entre elles �
on peut aussi visualiser la d�eformation des courbes et des surfaces ��Morphing�� voir
x���� Cet outil permet une sensibilisation aux techniques des courbes de B�ezier et aide 
a
acqu�erir une intuition 
a leur propos � c�est en utilisant la premi
ere version de ce logiciel
que certaines courbes ont �et�e pr�esent�ees le �� novembre 
a l�ENSAM� L�utilisation� la
duplication� et la di�usion gratuite de ce logiciel sont libres et encourag�ees�

�� Conclusion

Au point de d�epart de la CAO� Pierre B�ezier a apport�e les outils� mais aussi la d�e�
marche� qui a permis 
a la CAO de se d�evelopper� Ce n�est pas seulement sa capacit�e
technique� mais aussi sa personnalit�e� son charisme et son sens de la communication�
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qui ont contribu�e au d�eveloppement de ses id�ees et 
a l�ampleur qu�elles ont maintenant�
Certes� les courbes de B�ezier proprement dites ont en g�en�eral c�ed�e la place 
a des outils plus
e�caces �courbes de B�ezier rationnelles� et surtout courbes B�splines et NURBS� mais les
id�ees qu�il a mises en avant �utilisation de ces outils d
es la conception des formes� jusqu�
a
leur fabrication� points de contr	ole permettant de d�eterminer ou de modi�er les courbes
sont maintenant tellement r�epandues qu�elles sont consid�er�ees comme �el�ementaires�

C�est ainsi qu�
a la �n de sa vie Pierre B�ezier r�esumait ses principales id�ees forces �

�En n de compte� les id�ees favorables qui m�ont guid�e� et dont je n�ai pas l�exclusivit�e�
se r�esument ainsi �
�	 Ne pas chercher �a recopier un objet ��D ou �D� ou �a perfectionner une m�ethode
existante	
�	 Choisir une repr�esentation param�etrique polynomiale� ce qui permet de modier la
forme d�une courbe ou d�une collection de surfaces en faisant varier seulement celle de
leur r�ef�erentiel	
�	 Repr�esenter un r�ef�erentiel en mettant bout �a bout ses vecteurs unit�e� au lieu de leur
donner une origine commune	

Tout cela n�est pas bien compliqu�e� et je suis surpris que d�autres n�en aient pas eu l�id�ee
depuis longtemps	 Sans doute ai�je b�en�eci�e d�une formation dans laquelle la g�eom�etrie
tenait une plus grande place que dans celle d�aujourd�hui et de conduire mon raisonnement
en me repr�esentant des gures plut�ot qu�une famille d��equations� �����

Il est clair que Pierre B�ezier a devanc�e les changements� et en cela il �etait un pr�ecurseur
au plein sens du terme�

Il m�erite notre admiration pour sa t�enacit�e� la qualit�e de ses analyses� sa clairvoyance
et sa capacit�e 
a voir les choses �autrement�� pour son esprit ing�enieur et son esprit maison�
pour son sens de la communication en�n�
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